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Lời nói đầu

Trong lĩnh vực hình học sơ cấp, các vấn đề về đa giác lưỡng tâm là

một trong những chủ đề hấp dẫn và nhắc đến thường xuyên. Một số bài

toán về đa giác lưỡng tâm đã được xếp trong lớp những bài toán kinh

điển về hình học, chẳng hạn như bài toán của Fuss hay các định lý của

Poncelet về đa giác lưỡng tâm. Khái niệm một đa giác lưỡng tâm P trong

không gian R2 được phát biểu như sau:

Đa giác P được gọi là một đa giác lưỡng tâm nếu tồn tại đồng thời

một đường tròn ngoại tiếp và một đường tròn nội tiếp ứng với P (xem

Hình 1).

(a) Tam giác lưỡng tâm (b) Tứ giác lưỡng tâm

Hình 1: Đa giác lưỡng tâm

Trong luận văn này, mục tiêu của chúng tôi là trình bày lại một cách

có hệ thống các kết quả, cũng như một số tính chất thú vị về đa giác

lưỡng tâm. Nội dung của luận văn gồm hai chương.

Trong chương thứ nhất, chúng tôi trình bày về khái niệm, tính chất

của tam giác lưỡng tâm và tứ giác lưỡng tâm. Nội dung của chương chủ

yếu xoay quanh việc tìm hiểu các tính chất nếu lên mối quan hệ giữa bán

kính đường tròn nội tiếp, bán kính đường tròn ngoại tiếp và khoảng cách

giữa hai tâm. Bên cạnh đó, một số công thức thú vị để tính diện tích của



2

tứ giác lưỡng tâm cũng được trình bày cụ thể.

Tiếp theo, trong chương thứ hai, chúng tôi trình bày các tính chất về

đa giác lưỡng tâm cùng với mối quan hệ giữa bán kính đường tròn nội

tiếp, bán kính đường tròn ngoại tiếp và khoảng cách giữa hai tâm. Ngoài

ra, chúng tôi có trình bày lại mối quan hệ giữa giữa n− giác lưỡng tâm

và 2n− giác lưỡng tâm với đường tròn bàng tiếp của chúng. Cuối cùng,

chúng tôi đề cập đến một số bài toán nổi tiếng về đa giác lưỡng tâm, đó

là các bài toán của Fuss và Poncelet.

Yên Bái, tháng 5 năm 2016

Tác giả

Bùi Thanh Tùng
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Chương 1

Tam giác lưỡng tâm và tứ giác

lưỡng tâm

Trong Chương 1, chúng tôi trình bày khái niệm, một số tính chất, công

thức căn bản về tam giác lưỡng tâm và tứ giác lưỡng tâm.

1.1 Tam giác lưỡng tâm

Từ những kiến thức ở hình học sơ cấp, chúng ta đã biết rằng mọi tam

giác T đều có một đường tròn ngoại tiếp và một đường tròn nội tiếp

tương ứng với nó. Do đó, mọi đa giác là tam giác đều là tam giác lưỡng

tâm. Trong mục này, chúng tôi xin đưa ra các tính chất đẹp của tam giác

lưỡng tâm.

1.1.1 Tính chất của tam giác lưỡng tâm

Các tính chất thú vị về tam giác lưỡng tâm chủ yếu xoay quanh hai

đại lượng, đó là bán kính ngoại tiếp R và bán kính nội tiếp r, vì vậy

trong phần này chúng tôi sẽ đưa ra các mối liên hệ, cách tính R và r.

Với trường hợp đường tròn ngoại tiếp tam giác T , có độ dài các cạnh lần

lượt là a, b, c, các công thức sin cho phép ta tính toán độ dài bán kính

R một cách thuận lợi. Ta có thể biểu diễn R là một hàm với các độ dài

a, b, c.

Mệnh đề 1.1.1. ([4, tr. 2-3]) Gọi T là tam giác có độ dài các cạnh lần

lượt là a, b, c (c ≥ b ≥ a). Khi đó, bán kính đường tròn ngoại tiếp R được
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tính bởi công thức sau

R =
abc√

4a2b2 − (a2 + b2 − c2)2
. (1.1)

Chứng minh. Gọi A,B,C là các đỉnh của tam giác T thỏa mãn AB =

a,AC = b, BC = c, O là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác T , w là

góc hợp bởi cạnh BC và OC, e là góc hợp bởi BC và OB, d là góc hợp

bởi AC và OA, f là góc hợp bởi AB và OA (Hình 1.1). Ta có các công

thức sau

cos ŵ =
c

2R
, (1.2)

ŵ = ê, (tính chất tam giác cân) (1.3)

Ĉ + ŵ = d̂, (1.4)

d̂+ f̂ = Â, (1.5)

ê+ B̂ = f̂ . (1.6)

Kết hợp (1.4) với (1.5) và biến đổi, ta thu được đẳng thức sau

Ĉ + ŵ = Â− f̂ . (1.7)

Kết hợp (1.3) với (1.6), ta có

ŵ + B̂ = f̂ . (1.8)

A

B

C

ω

R

a

b

c

d
f

e
O

Hình 1.1: Tam giác có đường tròn ngoại tiếp (O,R), các cạnh có độ dài a, b, c thỏa

mãn c ≥ b ≥ a.


